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 نمايش پارامتري يك تابع 

 دو معادله 
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] به بازه tرا كه در آن  ]21 ,TTبه هر مقدار . گيريم  تعلق دارد، در نظر ميt مقاديري از xy, متناظر 
ϕψتوابع (گردد  مي اي در صفحه   را به عنوان نقطه,xyاگر مقادير ). اند  مقداري فرض شده- يك,

 tوقتي. گردد ناظر مي نقطه معيني در صفحه متt در نظر بگيريم، آنگاه به هر مقدار xy−مختصات 
معادلات  (1)معادلات . نمايد  تغيير كند، اين نقطه يك منحني در صفحه رسم مي2T تا 1Tاز 

 نمايش داده (1)شي است كه منحني با معادلات  روپارامتري و پارامتر t اين منحني، پارامتري
 .شده است

)به علاوه فرض كنيم كه تابع  )tx ϕ= داراي تابع وارون ( )xt φ= باشد و در اين صورت، بديهي 
 است؛x تابعي از yاست كه، 

)٢ (  ( )[ ].xy φψ= 
)لذا، معادلات  )1y را به عنوان تابعي از xگوييم كه تابع  كنند و مي  تعريف ميy از x به صورت 

)، x به yعبارت صريح بستگي . پارامتري نمايش داده شده است )xfy  از معادلات t، با حذف =
 .آيد  بدست مي(1)
 

 ها در شكل پارامتري  معادلات بعضي منحني
زاويه ).  زيرمطابق شكل(داده شده است  Rاي به مركز مبدأ مختصات و شعاع   دايره:دايره . ١

)ها و شعاعي را كه به يك نقطه Xبين محور  )yxM در اين . دهيم  نمايش ميtشود با   وصل مي,
 :شود  به شكل زير بيان ميtصورت مختصات هر نقطه از دايره در عباراتي از پارامتر 
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 ١شكل 
اي از   را از اين معادلات حذف كنيم، معادلهtاگر پارامتر . ها معادلات پارامتري دايره هستند اين

ها  ا مربع نمودن معادلات پارامتري و جمع آنب.  است,xyآوريم كه فقط شامل  دايره را بدست مي
 آوريم بدست مي

( )ttRyx 22222 sincos 222 يا +=+ Ryx =+ 

 بيضي با معادله  :بيضي . ٢

(1)  12

2

2

2

=+
b
y

a
x 

 دهيم  قرار مي. داده شده است
( )2′ .cos tax = 

 آوريم   و انجام محاسبات لازم، بدست مي(1)با گذاردن اين عبارت در 
    ( )2′′ .sin tby = 
 معادلات

(2) ( )π20
sin
cos

≤≤


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=
=

t
tby
tax 

دو دايره رسم . پردازيم  ميtرامتر حال به مفهوم هندسي پا. معادلات پارامتري بيضي هستند
 مطابق شكل( باشد ,abهاي  ها نيمه قطر  آن هایها مبدأ مختصات و شعاع كنيم كه مراكز آن مي
 ). زير

)فرض كنيم  )yxM اي از دايره بزرگ با طولي  نقطه Bاي روي بيضي بوده و فرض كنيم  نقطه,
از روي شكل . دهيم  نمايش ميtها را با X و محورOBزاويه بين شعاع .   باشدMمساوي با طول

 شود كه  مستقيماً ديده مي
( )2′  taOPx cos== 

                        .sin tbCQ = 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
٢دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده                                پیوست : مولفین  

 ٣ 

)از  yCQگيريم كه   نتيجه مي2′′( ها X موازي با محورCMخط مستقيم  ؛ به عبارت ديگر،=
ها تشكيل شده   و محور طولOBاي است كه بوسيله شعاع   زاويهt (2)لذا، در معادلات . است
 . شود  ناميده ميزاويه خروج از مركز گاهي اوقات tزاويه . است

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢شكل 

اي روي محيط يك دايره  يله نقطه يك منحني است كه بوسسيكلوئيد :سيكلوئيد . ٣
مطابق (حركت كند ) سرخوردن(شود هرگاه دايره روي خطي مستقيم بدون لغزش  توصيف مي

 از دايره متحرك در مبدأ مختصات قرار Mفرض كنيم وقتي حركت شروع شد نقطه ).  زيرشكل
 . چرخيده باشدtپردازيم وقتي دايره به اندازه زاويه   ميMبه تعيين مختصات . داشته باشد

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣شكل 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
٢دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده                                پیوست : مولفین  

 ٤ 

 شود كه   شعاع دايره متحرك باشد، از روي شكل ديده ميaاگر 
PBOBOPx −== 
 كند، داريم  اما به دليل آنكه دايره بدون لغزش حركت مي

 , sin .OB MB at PB MK a t= = = = 
)بنابراين  )ttataatx sinsin  به علاوه. =−=−

( ).cos1cos tataaCKCBKBMPy −=−=−=== 
 معادلات 

(3) ( )
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≤≤
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t
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ttax 

 يك قوس از Mكند، نقطه   تغيير مي2πو 0 بين tوقتي . معادلات پارامتري سيكلوئيد هستند
 .نمايد سيكلوئيد را طي مي

 

 يك منحني است كه بوسيله معادلات پارامتري زير نمايش داده آستروئيد :آستروئيد . ٤
 :شده است

 ( )π20
.sin

cos
3

3

≤≤
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=

=
t
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tax 

اگر جملات هر دو معادله را بتوان 
3
 ,xy رسانيده و حاصل را با هم جمع كنيم، رابطه زير را بين 2

 :آوريم بدست مي

( )ttayx 223
2

3
2

3
2

sincos                 يا       +=+
2 2 2
3 3 3.x y a+ = 

توان بوسيله مسير يك  اين منحني را مي. شود كه اين منحني داراي شكل زير است نشان داده مي

اي به شعاع  ص بر روي محيط دايرهنقطه مشخ
4
a كه روي دايره ديگري كه شعاع آن a است 

توجه كنيد كه دايره كوچكتر همواره در داخل دايره  (.باشد رسم نمود در حركت مي) بدون لغزش(
 ).ماند بزرگتر باقي مي

 
 
 
 
 
 

 ٤شکل  

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
٢دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده                                پیوست : مولفین  

 ٥ 

 پارامتري نمايش داده شده استمشتق تابعي كه به صورت 
  با معادلات پارامتريx از yفرض كنيم تابع 

(1) ( )
( ) ( )Ttt
ty
tx

≤≤




=
=

0ψ
ϕ 

)فرض كنيم اين توابع داراي مشتق بوده و اين كه تابع . نمايش داده شده باشد )tx ϕ=تابع داراي  
)پذير  وارون مشتق )xt φ=در اين صورت تابع .  باشد( )xfy  را كه با معادلات پارامتري تعريف =

 :توان به عنوان يك تابع مركب در نظر گرفت شده است، مي
( ) ( ),y t t xψ φ= = 

 آوريم بنابر قانون مشتق يك تابع مركب بدست مي. ت متغير واسطه اسtكه در آن 
(2)  ( ) ( ).xttyy xtx φψ ′′=′′=′ 

 شود كه  از قضيه مربوط به مشتق يك تابع وارون، نتيجه مي

( ) ( )
1 .x
t

φ
ϕ

′ =
′

 

)، داريم (2)با قرار دادن اين عبارت در  )
( )t
tyx ϕ

ψ
′
′

 يا ′=
t

t
x x

yy
′
′

=′. 

   از  تابعي كه به صورت پارامتري نمايش داده شده را بدست مي′xy فرمول بالا امكان يافتن مشتق 
 . داشته باشيمx از  صريح را به صورت تابعيyكه مجبور باشيم  دهد بدون آن

 

) :مثال )a تابع yاز xبا معادلات پارامتري  

( )π20
sin
cos

≤≤




=
=

t
tay
tax 

پيدا كنيد . داده شده است
dx
dy را، اولاً به ازاي هر مقدار t ثانياً براي ،

4
π

=t. 
( )b ضريب زاويه خط مماس بر سيكلوئيد  

( )
( ) ( )π20
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≤≤
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 .را در يك نقطه دلخواه پيدا كنيد

)  .حل )a  ًاولا 
( )
( )
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cos

sin tg
ta
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ta
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 ثانياً
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π tgcoy
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 ٦ 

( )bاس در هر نقطه مساوي با مشتق  ضريب زاويه خط ممxy′ در آن نقطه است، يعني، برابر است 

با 
t

t
x x

yy
′
′

 اما . ′=

( ) .sin,cos1 taytax tt =′−=′ 
 در نتيجه،

( ) 2

2sin cossin 2 2 .
1 cos 2 2 22sin

2

x

t t
a t t ty co tg tgta t

π ′ = = = = − −  
 

بنابراين، ضريب زاويه خط مماس بر سيكلوئيد در هر نقطه مساوي با 





 −

22
ttg π است، كه در آن 

tاما مطلب فوق بدين معني است كه زاويه . باشد  مقدار پارامتر متناظر به اين نقطه ميα از شيب 

ها مساوي با Xخط مماس با محور
22
t

−
πبراي مقاديري از (باشد   ميt كه بين ππ  قرار ,−

 ).دارند

مشتقات مراتب مختلف توابع ضمني و توابعي كه داراي نمايش 
 پارامتري هستند

  به صورت ضمني با معادله x از متغير  yفرض كنيم تابع    .١
(1) ( ) 0, =yxf 

روش يافتن . داده شده باشد
dx
dyبراي يافتن مشتق دوم . ايم  را در فصل سوم ديدهy نسبت به x 

بايستي از 
dx
dy يكبار ديگر نسبت به xتق بگيريم، يعني مش 

.2

2







=

dx
dy

dx
d

dx
yd 

 گيري متوالي بدست آورد، يعني  توان با مشتق به همين ترتيب مشتقات مراتب بالاتر را مي









= 2

2

3

3

dx
yd

dx
d

dx
yd و به طور كلي ...  و








= −

−

1

1

n

n

n

n

dx
yd

dx
d

dx
yd . 

 .در مثال زير اين روش توضيح داده شده است
 

 : به صورت ضمني با معادلات زير داده شده استx از متغير y تابع :مثال

(1)  012

2

2

2

=−+
b
y

a
x      و ( ) ( ) ( )2013 22322 =++−+ yxyx. 

dx
dy  2 و

2

dx
ydپيدا كنيد  را. 
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 yگيريم و به اين مطلب توجه داريم كه   مشتق ميx از تمامي جملات نسبت به (1) .حل
 : استxتابعي از 

022
22 =+

dx
dy

b
y

a
xآوريم   كه از آن بدست مي

ya
xb

dx
dy

2

2−
گيريم  ق ميت مشxبار ديگر نسبت به . =

 ): استx تابعي از yو بخاطر داريم كه (

.. 22

2

2

2

2

2

y
dx
dyxy

a
b

ya
xb

dx
d

dx
dy

dx
d
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yd −−

=







−=






= 

با جايگذاري مقدار بدست آمده براي 
dx
dyشود كه   در عبارت بالا ديده مي 

2

2

2

2

2

2

2 .
.

y
y
x

a
bxy

a
b

dx
yd

+
)س از ساده نمودن؛  و يا پ=− )

34

22222

2

2

ya
xbyab

dx
yd +

−=. 

012از معادله 

2

2

2

=−+
b
y

a
x222222شود كه   نتيجه مي baxbya =+. 

32 به صورت x نسبت به yبنابراين مشتق مرتبه دوم 

4

2

2

ya
b

dx
yd −

 .شود  نمايش داده مي=

(  : استx تابعي از y مشتق گرفته و توجه داريم كه x از طرفين معادله نسبت به 2(

( ) 0223223 222 =





 +−






 ++

dx
dyyx

dx
dyyxyx 

 و لذا پس از ساده نمودن داريم 

.
y
x

yxy
yxx

dx
dy

−=
−+
−+

−=
]1)[(6
]1)[(6

222

222

 

2حال 

2

dx
ydنمائيم  را محاسبه مي: 

2 2 2

2 2 2 3

1.
.

xdy y xy x yd y d x y xdx
dx dx y y y y

 
− − −  + = − = − = − = − 

 
 

پردازيم كه به صورت پارامتري  اكنون به بررسي مسأله يافتن مشتقات مراتب بالاتر تابعي مي . ٢
 : با معادلات پارامتري داده شده باشدx  ازyفرض كنيم تابع . نمايش داده شده است

(1) ( )
( ) ( )Ttt
ty
tx

≤≤




=
=

0.ψ
ϕ 

)تابع  )tx ϕ= داراي تابع وارون ( )xt φ= بر بازه [ ]Tt  .  است0,

در قسمت قبل نشان داديم كه در اين حالت مشتق 
dx
dy با معادله  
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 ٨ 

(2)  
dt
dx
dt
dy

dx
dy

= 

2براي يافتن مشتق دوم، . تعريف شده است

2

dx
yd نسبت به (2)، از x مشتق گرفته و توجه داريم 

 : استx تابعي از tكه 

(3)      .2

2

dx
dt

dt
dx
dt
dy

dt
d

dt
dx
dt
dy

dx
d

dx
yd

















=
















= 

 اما

         

2 2

2 2

2 2

dx d dy dy d dxdy dx d y dy d x
d dt dt dt dt dt dtdt dt dt dt dt

dxdt dx dx
dt dt dt

     − −        = = 
    
        

 

 و 

.1

dt
dxdx

dt
= 

 آوريم  بدست مي(3)با جايگذاري عبارت هاي بالا در 

.3

2

2

2

2

2

2









−
=

dt
dx

dt
xd

dt
dy

dt
yd

dt
dx

dx
yd 

 :ير نوشتتر به صورت ز توان در شكل فشرده اين فرمول را مي
( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ] .32

2

t
tttt

dx
yd

ϕ
ϕψψϕ

′
′′′−′′′

= 

3توانيم مشتقات  به روشي مشابه مي

3

dx
yd ،4

4

dx
ydو الي آخر را پيدا كنيم  . 

 :ير نمايش داده شده استبه صورت پارامتري با معادلات زx از y تابع (1) :مثال

( ) ( )a
tby
tax

b
tey
tex

t

t







=

=







=

=
3

3

sin
cos

,
sin
cos. 

 . را پيدا كنيدx نسبت به yمشتق دوم 

texty اگر (2) −== xy؛ 3,
dx

yd ′′′=3

3

 .پيدا كنيد  را

)مت  قس(1) .حل )a : ابتدا
dx
dyكنيم  را پيدا مي: 
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 ٩ 

;sincos3;cossin3 22 ttax
dt
dxttby

dt
dy

tt −=′==′= 

( )
2

2

3 sin cos 2 1 .
3 cos sin 2

t
x

t

ydy b t t by tg t t k
dx x a t t a

π′ −  ′ = = = − = ≠ + ′  
 

xyسپس 
dx

yd ′′=2

2

  را با استفاده از فرمول 

( )
t

tx
x x

yy
′

′′
)آوريم كه در آن   بدست مي′′= )

ta
by tx 2cos

 بنابراين . ′′=−

( ) .
sincos3sincos3cos 42222

2

tta
b

ttata
by

dx
yd

x =
−

−=′′= 

)قسمت  )b : 

( );sincossincos ttetetex
dt
dx ttt

t −=−=′= 

( );sincoscossin ttetetey
dt
dy ttt

t +=+=′= 

و 
tt
tty

dx
dy

x sincos
sincos

−
+

=′= 

( )
( ) ( )

'2

32

cos sin
2cos sin .

cos sin cos sin
x t t

x t t
t

t t
yd y t ty

dx x e t t e t t

′+ 
 ′ − ′′= = = =

′ − −
 

t داريم (2)
tt exty −−=′=′ ;3 2 كه از آنجا 2

2

33 te
e

ty t
tx −=

−
=′

−. 
 :كنيم  دوم را پيدا ميسپس مشتق

( ) ( ) ( ).2363 2
2

+=
−

+−
−=

′

′′
=′′

− tet
e

tete
x

yy t
t

tt

t

tx
x 

 :كنيم و  بالاخره مشتق سوم را پيدا مي

.( ) ( ) ( )
2 2

3 2
3 2 2 2 2

6 3 1
t

x tt
x t

t

e t t ty
y e t t

x e −

′  + + +′′  ′′′= = = − + +
′ −

 

 

 توابع هيپر بوليك 
)هايي از توابع نمايي به شكل  در بسياري از كاربردهاي آناليز رياضي با تركيب )xx ee −−

2
 و 1

( )xx ee −+
2
اين تركيب ها به عنوان توابع جديدي به شكل زير مشخص . شويم ي مواجه م1

 :گردند مي
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 ١٠ 

(1) 

.

sinh
2

cosh
2

x x

x x

e ex

e ex

−

−

−
= 


+ = 

 

اين توابع را . شود  ناميده ميكسينوس هيپربوليك و دومين تابع سينوس هيپربوليكاولين تابع 
 :توان براي تعريف چهار تابع ديگر بكار برد مي

sinhtanh،  هيپربوليكتانژانت
cosh

x x

x x
x e ex
x e e

−

−

−
= =

+
 

coshcoth، كوتانژانت هيپربوليك
sinh

x x

x x
x e ex
x e e

−

−

+
= =

−
 

1 ، سكانت هيپربوليك 2sec
cosh x xhx

x e e −= =
+

 

1، كسكانت هيپربوليك 2csch
sinh x xx

x e e −= =
−

 
sinhتوابع  x ،cosh x ،tanh x و sec hx به طور بديهي براي تمام مقادير xاما . اند  تعريف شده
cothتوابع  x و csc hx 0 به ازاي هر≠xاند  تعريف شده. 

coshاز روي تعاريف توابع  ,sinhx x) روابطي مشابه آنچه در مورد توابع مثلثاتي ) (1)هاي  فرمول
 :آيد ايم بدست مي ديده

                            (2)                               2 2cosh sinh 1x x− = 
                            (3)           ( )cosh cosh cosh sinh sinha b a b a b+ = + 
                           ( )3′′    ( )sinh sinh cosh cosh sinha b a b a b+ = + 
                           (4)                                         1tanh

coth
x

x
= 

                           (5)                           2 21 tanh secx h x− = 
                          (6)                       2 21 coth csch .x x− = − 

 در حقيقت،
2 2

2 2cosh sinh
2 2

x x x xe e e ex x
− −   + −

− = −   
   

 
2 2 2 22 2 1.

4

x x x xe e e e− −+ + − + −
= = 

) كه به علاوه، با توجه به اين )cosh
2

a b a be ea b
+ − −+

+  آوريم  بدست مي=

cosh cosh sinh sinh
2 2 2 2

a a b b a a b be e e e e e e ea b a b
− − − −+ + − −

+ = + 

( )cosh
2

a b a be e a b
+ − −+

= = + 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


١حساب دیفرانسیل و انتگرال   
٢دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده                                پیوست : مولفین  

 ١١ 

)فرمول   همچنين داريم . گردد  به طريق مشابه اثبات مي3′(
2 2 2

2 2
2 2 2

sinh cosh sinh 11 tanh 1 sec
cosh cosh cosh

x x xx h x
x x x

−
− = − = = = 

 :ه نمائيدهاي زير توج به شكل.  است(5)و اين اثبات فرمول 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 ٥شكل 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ٦ شكل
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 ١٢ 

 
 
 
 
 
 
 

 ٧ شكل
coshرسد كه توابع  از اين مطلب به ذهن مي» توابع هيپر بوليك«عنوان  ,sinht t همان نقشي را 

122در نمايش پارامتري هذلولي  =− yxكنند كه توابع مثلثاتي  ايفا ميtsinو tcos در نمايش 
122پارامتري دايره  =+ yxدهند  انجام مي. 

  از معادلات tدر حقيقت، با حذف پارامتر 
ty sin=و tx cos= 

ttyxآوريم  بدست مي 2222 sincos 122) معادله دايره( يا +=+ =+ yx. 
 به روشي مشابه، معادلات 

cosh
sinh

x t
y t

=
 =

 

در حقيقت، با به توان دو رساندن هر كدام از معادلات و تفاضل . معادلات پارامتري هذلولي هستند
2آوريم  دومي از اولي، بدست مي 2 2 2cosh sinhx y t t− = عبارت طرف راست ، (2)چون بنابر . −
122مساوي واحد است، داريم  =− yxكه معادله هذلولي است . 

 :شوند هاي زير تعريف مي مشتق توابع هيپربوليك بافرمول

( ) ( ) ( ) 2
1sinh cosh , cosh sinh , tanh

cosh
x x x x x

x
′ ′ ′= = = 

( ) ( )2

1coth , sec sec tanh ,
sinh

x hx hx x
x

−′ ′= = − 

( )csch csch coth .x x x′ = − 
آيند، به عنوان مثال براي تابع  ميكليه روابط فوق از روي تعريف توابع هيپربوليك بدست 

sinh
2

x xe ex
−−

  داريم =

( )sinh cosh .
2 2

x x x xe e e ex x
− −′

 − +′ = = = 
 
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